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ETALON(S) ET "TRANSFORMATION": POUR CLORE UN DEBAT 

PAR G. ABRAHAM-FROIS ET E. BERREBI 

LA MARCHANDISE COMPOSITE, etalon des prix de Sraffa [5], presentait deux proprietes 
imm6diatement int6ressantes: l'invariance par rapport aux variations de la repartition, la 
linearite de la courbe salaire-profit. 

Il est apparu ensuite qu'une telle structure, longtemps consideree comme unique, 
permettait d'analyser les cas oCu etait realisee la transformation au sens de Marx; certains 
auteurs [1 et 3] ont en effet montre' que la transformation etait realisee lorsque 1'economie 
avait une structure du meme type que l'etalon de Sraffa. 

Les travaux recents de Takahiro Miyao [2] permettent de determiner les cas particuliers 
out existent des etalons distincts de celui de Sraffa. A partir de ces travaux, nous mettons un 
point final a la controverse sur la "transformation" en etablissant tous les cas particuliers oCu 
elle est realisee. 

Soit: A-la matrice carree de format (k x k) des inputs; I-la matrice unite des outputs de 
format (k x k); L-le vecteur colonne des besoins en tr2vail direct (suppose homogCene); 
w-le salaire, uniforme; r-le taux de profit, uniforme; d-le vecteur ligne representant le 
panier de biens de consommation recus par l'ouvrier pour chaque unite de travail; et y-le 
vecteur ligne des niveaux d'activite. 

Le systCeme des prix de production s'ecrit, en reprenant ici l'hypoth&se faite par Sraffa 
d'un salaire pay6 'post factum': p = (1 + r)Ap + wL. 

La condition de normalisation de Sraffa est: q(I -A)p = 1, le vecteur q etant defini par: 

aq = qA (a = 1 R etant la valeur propre dominante de A), 

qL= 1. 

T. Miyao a etabli une condition necessaire et suffisante pour l'existence d'etalons des 
prix de production rendant lineaire la courbe salaire-profit (FpF). En notant K = 
[L, AL, A2L, . . . AklL] la matrice carree qui a pour colonnes les vecteurs 
L, AL, A2L,. .. Ak-1L on peut enoncer le theoreme suivant: 

THEOREME DE MIYAO: La condition neicessaire et suffisante d'existence de m 
marchandises e'talon indipendantes 1 est que le rang de la matrice K soit eigal a k - m + 1 ou~ 
m = 1, 2,. . . k. 

Quand la matrice K a pour rang k -m + 1, on a: Lc Ek_m+l = {P, P2, . , Pk-m+1} OiU 

Ek-m+l est un sous-espace vectoriel de dimension k - m + 1 engendre par des vecteurs 
propres a droite p, P2,... tk-m?1 associes aux valeurs propres a, a2,.. . ak-m+ de A. 

Il en resulte que toute marchandise u = q + Az avec z e Fm_- out Fmi est un sous-espace 
vectoriel engendre par m -1 vecteurs propres 'a gauche de A lineairement independants et 
orthogonaux a Ek-,+, est un etalon. 

Notons que les marchandises etalon u sont les seuls vecteurs-ligne v6rifiant la relation: 

up(r)< = 1 +R soit u[I-(1 +R)A]p(r)= 0. uAp(r) 

Il en resulte que la relation 

y[I-(1 + R)A]p(r) = 0 

est verifiee si et seulement si y a la structure d'une des marchandises etalon du systCeme 
[A, I, L]. 

On a traduit "basic standard commodities" par "marchandises etalon independantes." 
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L'objet de cette note est de montrer que les propositions de Marx relatives a la 
"transformation" des valeurs en prix de production et de la plus-value globale en profit ne 
sont verifiees que dans des cas particulier que les "etalons" nou permettront d'identifier. 

Notons: A* = A + Ld la matrice socio-technique prenant en compte la reproduction de 
la force de travail; A-le vecteur colonne des valeurs defini par A = AA + L; e-le taux de 
plus-value ou taux d'exploitation e = (1 - dA)/dA; a* > 0, a a*, a*, . .-les valeurs propres 
de la matrice A*; et q* >?, q2*, q*,... et p*, p2, p, .3. les vecteurs propres a gauche et a 
droite de la matrice A * associes aux valeurs propres a *, a *, a?'. 

Le taux de profit defini par Marx dans le systeme des valeurs comme rapport de la 
plus-value globale a la valeur totale du capital avance a pour expression: 

y(I -A*)A eyL dA e 
RA= yA*A yAA+yLdA l+k 

oui k = yAA/yL dA est la composition organique du capital. 
On sait depuis Bortkiewicz les problemes de coherence logique que poserait l'intro- 

duction d'un taux de profit calcule dans le systeme des valeurs 'a l'interieur d'un systeme de 
prix de production oiu il y a co-determination simultan6e des prix et des variables de 
repartition, le systeme presentant un degre de liberte. 

Dans le cas envisage par Marx oii le salaire est avance, et integralement avance', le taux 
de profit R* est defini dans le systeme de prix de production: 

p*= (1 +R*)(Ap*+Lw) avec w = dp* soit 

p*=(1+R*)(Ap*+Ldp*)=(1+R*)(A+Ld)p* ou 

P* = (1 +R*)A*p*. 

Le vecteur prix p* qui apparalt comme vecteur propre 'a droite de la matrice A* associe a 
la valeur propre dominante a*= 1/(1 +R*) est defini 'a une homothetie pres. On peut 
normer les prix p*en posant 

yp*= yA 
ce qui permet, en particulier, de rendre les prix et les valeurs commensurables. Cette 
normalisation exprime aussi que la somme des prix de production est egale 'a la somme des 
valeurs. 

Le systeme des prix de production peut s'ecrire sous la forme 

(I-A*)p* = R*A*p*. 

On a alors, en particulier: 

y(I-A*)p*=R*yA*p* soit R* = yIA* )p* 
yA*p* 

II y a transformation quand la structure du vecteur niveaux d'activite y est telle que 
R* = RA ou y(I-A*)A/yA*A = R*. En effet, compte tenu de la condition de normalisa- 
tion des prix yp* = yA (somme des prix egale somme des valeurs), il est clair que 

RA = R* y(I -A*)A 
= y(I-A*)p* (la plus-value totale est egale au profit global). 

La condition y(I - A*)A/yA*A = R* peut se mettre sous la forme: 

y[I-(1 + R*)A*]A = 0. 

De la relation A =(I-A)-'L il resulte que quand LEEk-m+l, ou Ek-m+1 est un 
sous-espace vectoriel de RWk engendre par k-m+1 vecteurs propres a droite de A 
lineairement ind6pendants p, -2,... Pk-m+l, on a A e Ek-m+. (Si m = 1, A et L n'appar- 
tiennent 'a aucun sous-espace vectoriel propre de Rk car dans ce cas Ek-m+1 = Ek = Rk) 
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Comme le sous-espace vectoriel Ek-m+l est invariant 'a droite2 par la matrice A*, il en 
resulte que la relation 

y[I-(1+R*)A*]A =0 
est verifiee si et seulement si y = q* + ,mz avec z E Fmi- oCu Fmi est un sous-espace vectoriel 
orthogonal a Ek-m+i engendre par m - 1 vecteurs propres a gauche de A lineairement 
independants, c'est-a-dire si et seulement si y est un etalon de la matrice A*. D'oi: 

THEOREME: La "transformation" est re'alisee si et seulement si le vecteur niveaux 
d'activite (ou d'output) y est un "etalon" de la matrice A*. 

Notons en particulier: (i) Quand rang (K) = 1 la transformation est realisee quelle que 
soit la structure du vecteur niveaux d'activite; il s'agit du cas bien connu de Marx ou la 
composition organique est identique dans toutes les branches. (ii) Quand rang (K) = k la 
transformation n'est realisee que si y = q*. 

Bien entendu quand y = q* avec rang (K) < k la transformation est toujours realisee. 
C'est notamment ce qui se passe dans le cas envisage par Samuelson [4] oCu y = q* et 
rang (K)= 2 du fait des hypotheses selon lesquelles toutes les lignes de la matrice A, le 
vecteur y et le vecteur d sont homothetiques. Dans le reCgime de Marx-von Neumann oui 
y = q* parce que les capitalistes accumulent la totalite de la plus-value, la transformation 
est realisee quel que soit le rang de K. 

U.E.R. de Sciences Economiques, Universit6 de Paris-X-Nanterre. 

Manuscript received July, 1977; final revision received September, 1978. 
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2En effet si LeEn={P, P2,.. .P,n}, on a pour tout vE En: A*v=(A+Ld)v=Av+L(dv)eEn 
puisque Av E En, et, dv etant un scalaire, L(dv) E E. 
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