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techniques des processus de production. Il ne suffit pas er

qu'une branche, une activité ou un processus puisse prc
plusieurs biens pour que ceux-ci aient un prix positif ; une as
produit normalement plusieurs biens qui sont habituellement qu
de déchets si leur prix est nul. Au sens technique du terme, la p1
tion jointe est la régle, et non l'exception, car toute activité p:
des biens libres... Il n’y aura production jointe au sens économiq
terme que dans le cas ou une activité (au moins) produit plus
bien marchand, plus d’'un bien ayant un prix positif.

Ce sont les conditions d’apparition de la production jointe at
économique du terme que l'on voudrait préciser ici. Il s’agit
des cas ou on obtient des prix non négatifs 1 pour des biens pr
simultanément par une méthode de production. Pour que cec
réalisé, il faut que soient satisfaites des conditions d’ordre éco
que, et d’abord des conditions relatives a4 la demande des pr
joints. Ce sont ces conditions que l'on voudrait examiner princ
ment ici. Mais il faut préciser dés maintenant qu’il s’agit 14 de «
tions nécessaires mais non suffisantes; a supposer en effet qi
soient réalisées, il n’en découle pas nécessairement qu’il y ait pr
tion jointe au sens économique du terme, en ce sens qu’il exist
valeurs positives pour les variables de répartition et les prix de
duction des différents biens. Encore faut-il que soient vérifiée:
taines conditions supplémentaires.

LA production jointe ne résulte pas des caractéristiques pur

Revenons donc aux conditions nécessaires, relatives 4 la dem
et consécutives a4 des problémes d’adaptation, d’adéquation off:

* Une premiére version a bénéficié des remarques de C. Bidard et d’u
porteur de la Revue économique que nous voudrions remercier trés sincéreme

1. Sur ce probléme, cf. Sraffa [1670], § 50; G. Abraham-Frois et E. 1
{1980 a et b]l. B. Schefold [1978], 1. Steedman [1975 et 1977].
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mande qui apparaissent dés lors qu’il v a possibilit¢é de production
jointe. production jointe « technique », alors qu’ils sont inexistants dans
le cas de systéme de branches a produit unique. Dans ce type de
modéle ot chacue activité produit un bien et un seul, et quand les
rendements sont constants, on peut toujours adapter le niveau de la
production 2 la demande dés lors que la matrice des inputs est indé-
composable ¢t productive 2. En effet, dans un modéle [A, I, L] ou Ia
matrice des outputs est la matrice unité I, la demande d = (d,, d,, ..., di)
des k biens est satisfaite quand on choisit pour niveaux d’activités le
vecteur x = (g, Yoo ..., Xi, ..., Xi), tel que i

x=vA+d ou =x{I—A)=
quel que soit d > 0, on a :
=d(I—A71T>0

du fait que la matrice I — A est réguliére et (I — A)™ > 0 quand la
valeur propre dominante de la matrice A est inférieure & 13.

Considérons a présent le systéme de production jointe [A, L, B] a k
activités ot A = (a;;) et B = (by) sont les matrices carrées d’input et
d’output d'ordre k et L. = (I;) le vecteur colonne de travail direct. La
demande finale d = (d,. d., ..., di) des k biens est exactement satisfaite
quand il existe un vecteur niveaux d’activités x = (x,, Xz, ..., xx) > 0
tel que x B = x A + d puisque alors la demande d des k biens est
égale i l'offre x (B — A) de ces k biens. Mais en fait il' n’y a aucune
raison pour quid un vecteur d > 0 on puisse associer un vecteur
x > 0, tel que :

(1) x (B—A = d.
Ainsi, si la matrice B — A est inversible et si (B — A)™ a un de ses
termes négatifs — et en général elle a plusieurs termes negatlfs — de

la relation :
=d (B — A

il résulte que x > 0 V d. En particulier, si le terme situé a Yinter-
section de la j' ligne et de la i colonne de (B — A)™* est négatif,
x; < Opourd = (0,0, ...d; = 1, .... 0). On suppose bien entendu que

2. 1l suffit pour cela, on le sait, gue la valeur propre dominante de la matrice
carrée des inputs A soit inférieure a 1.
3. Si la matrice A est décomposable et productive (I — A)"1 = 0 et Vd > 0
= dJI—A)"1=0.
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" le modéle [A, L, B} est productif, c’est-a-dire qu’il existe au moins un
niveau d’activités v qui permette d'obtenir un surplus de tous les
biens 4, soit :

A3v=0|v(B—A)=y>0
On peut alors trouver un vecteur x > 0 vérifiant :

t(B—A) =d
() ‘
x (B—A)Y = d; pour au moins un ¢ € {1, 2, ... k}

ou (B — A)' représente la i¢™¢ colonne de la matrice B — A.

La relation x (B — A)* = d; exprime que l'offre du bien i est exacte-
ment égale 4 sa demande d; et ce bien i est un bien marchand. Par
contre, un bien j tel que x (B — A)’ > d; est un bien libre puisqu'il
est surabondant du fait que Yoffre x (B — A)’ de ce bien est supérieur
a sa demande d,. :

On dit quil y a production jointe au sens économique (PJE en
abrégé) quand le salaire et les prix de tous les biens sont positifs. La
premiére condition est quaucun bien ne soit surabondant. Ainsi, si la
demande des k biens est définie par le vecteur d = (d,, &,, ... d;,) > 0,
le systéme [A, L, B] ne peut réaliser la PJE que s’il existe un vecteur
d’activité x > 0 vérifiant :

(1) | «(B—A) =d
ou, si la matrice B — A est réguliére :
1) x =d (B—A™

avec x > 0

La condition (1) — ou (1’) — est évidemment nécessaire mais pas
suffisante car, si elle exclut la possibilité d’avoir des biens surabon-
dants, elle n’exclut pas celle d’avoir des prix de production non posi-
tits. La réalisation de la PJE nécessite, outre la condition (1), que les
prix de production de tous les biens spient positifs.

4. Notons qu'en cas de production & produit unique caractérisé par B =1,
la condition de productivité est équivalente 3 :

a) x (I— A) = y a une solution x non négative quel que soit y = 0;
b) x = xA implique x = 0; '
c) I — A est réguliére et I — A)"1 = 0;
d) a(A) < 1 ot a(A) est la valeur propre dominante de A.
(voir D. Gale : « The Theory of Linear Economic Model », Mc Graw Hill, chap. 9).
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On va appliquer ces résultats aux modéles a deux secteurs de Manara
et de Steedmann, puis & un modéle & k secteurs ou une partie des biens
est produite en productlon simple et I'autre partie en production jointe.

Reprenons donc, a titre d’illustration, 'exemple chiffré donné par
C. F. Manara [1968] ou :

1 L1 1,09 1,144
A= e¢e B = :
11 1 1,144 0,99

0,09 0,044
B—A =

0,044 — 0,01

On a alors :

dont le déterminant est égal a :
09 . (—0,01) — (0,044 = — 0,002836 .

La matrice B — A est donc réguliére et :

1 -— 0,01 — 0,044]
(B— A1 = —
t .
det | _ 6,044 0,09
avecdet = — 0,002836 < O
Pour satisfaire exactement une demande d = (d, d;) > 0, il faut
que les activités fonctionnent au niveau x = (x; x;) > 0, tel que :
=d (B— A~
ou
\ 1
(10) Xy = det (— 0,01 d1 - 0,044 dz)
' 1l
(11) xz = d—et ('—_ 0,044 dl + 0,09 dz)

De I'équation (10) il résulte certes que x, est positif quelle que soit la
demande d = (d; d;) > 0; par contre lequatmn (11) n’a une solu-
tion x, positive que si :

0,044 d; = 0.09 d2

1157



Revue économique

cest-a-dire si :

dz 0,044 22 ds 22
- KL 2 = == — <L .
di > 0,090 45 soit =< 45

Il v’y aura donc PJE que pour des structures particuliéres de la
demande finale.

Un deuxiéme exemple est fourni par le cas envisagé par 1. Steedman 5
pour illustrer la possibilité d’apparition de valeurs-travail négatives et,
surtout, pour envisager le cas ot l'on pourrait avoir un taux de profit
positif avec (malgré...) un taux d’exploitation négatif. Or on va montrer
que, la encore, I'exemple ne vaut que pour une certaine structure de
la demande, ce qui limite singuliérement, semble-t-il, la portée de
I'exemple donné par Steedman. A partir du moment ou le niveau de
la demande doit étre pris en compte pour démontrer une liaison per-
verse entre taux de profit et taux d’exploitation, on est fort éloigné de
I'analyse que Marx se proposait de faire des rapports d’exploitation au
sein du capitalisme 6.

Le systéme envisagé par Steedman est le suivant :

5 0 1 6 1
A = L = B =
0 10 1 3 12
On a
1 1
B—A =
3 2
dont la matrice inverse est :
— 2 1
(B— A =
3 —1

Pour satisfaire exactement une demande d = (d, d,) > 0, il faut que
les activités soient utilisées au niveau x = (x; x,) > 0, tel que :

= d (B— A1

5. « Positive profits with negative surplus values », Economic Journal, mars
1975. L’exemple chiftré est repris par 'auteur dans son ouvrage Marx after Sraffa,
N.L.B. [1977]. On ne reprend pas ici la controverse entre 1. Steedman et
.M. Morishima ; a ce smet cf. U'Economic Journal de septembre 1976. Cf. égale-
ment M. Morishima et G . Catephores [1980]. Avant-pxopos de G. Abraham-Frois
avec quelques precxsxons a ce sujet,

6. Il ne s’agit pas ici bien entendu des problémes poses par la réalisation de la
plus-value.
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ou

g:cl=—--2d1 + 3 d,
rd1_dz

Les composantes d, et d, du vecteur d doivent donc vérifier les
inégalités

I

)

%—2dl+3dz>0

dy —dy = 0
soit
3d, = 2 d,
| a<a
ou :
2 <h o<
3 d,

: d .2 fi s
Si le rapport —2 est inférieur 3 g~ ©Ou supérieur & 1 on ne peut satis-
1

faire exactement la demande d'un des deux biens qu’en produisant
I'autre en surabondance, ce qui implique quun des deux biens a un
prix nul et exclut la possibilité de production jointe. On note ici que

le rapport d—z est soumis 2 une double contrainte alors que, dans le cas

1
envisagé par Manara, on avait la seule contrainte-i’;. <g .

d, 45
Considérons enfin un modéle de production & k secteurs ou :

— m activités produisent chacun un bien et un seul a partir des k
biens et du travail direct;
— k — m activités produisent chacune les kK — m autres biens en

production jointe a partir des k biens et du travail direct.
Ce modéle A, L, B est défini par :

All A12 Ll Im 0
A = (m,m) L L= mb le B =
(ke k) (e,1) )
A, A, L, 0 B,
Si on pose x = (%, %) et d = (d, d,), la condition (1) se
(1,k) (1,m) (1K) {1,m)

décompose ici en :
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- (la) %, =7x A, + % A, +d
(1b) %, By = % A + X Ay + 4,

ou d; = (d,, ds, ..., dy) représente la demande finale des m biens pro-
duits en production simple et d; = (dnyy, ... di) celle des k — m biens
produits en production jointe.

On n’a PJE pour une demande d = (d;, d;) >~ 0 que s’il existe
% > 0 et X, > O vérifiant simultanément les équations (1 a) et (b).

L’équation (1 a) peut aussi s’écrire :
R A—Ay =% A, + 3,
oﬁ, puisque (I — A,)™~ existe et est positif 7 :
(1’ a) X, = (X Ay + d) XT— AP
et en reportant cette valeur de %, dans (1 b) on obtient :

T By = X, Ap + Q) A—AYT A, + 5 Ap + 4
ou : .
(1" b) ,’za [Byy — Ay — Ay (I—Ay)™1 Al = d, A=Ay A, + 4,

Si pour une demande.d = (d;, d;) I'équation (1’ b) a une solu-
tion X, > 0 I'équation (1” a) a automatiquement une solution %, > 0
et la condition nécessaire de PJE est satisfaite.

Ainsi, pour une demande d = (d; d;) > 0 l'adéquation de l'offre a
la demande ne se pose que pour I'ensemble des k — m derniéres acti-
vités ; la PJE n’est possible que sil existe %, >0 telle que I'équation
(1’ b) soit satisfaite. Il faut en outre souligner que cette condition néces-
saire dépend non seulement de d, mais également de d,.

L’étude des conditions d’apparition du phénomeéne économique de
production jointe fait donc apparaitre que les conditions de demande
ne peuvent étre ignorées ; lorsquon suppose 'existence de la production
jointe, on fait implicitement des hypothéses sur la structure de la de-
mande. Nous rejoignons ainsi les conclusions du théoréme de non-
substitution.

L’hypothése de production jointe suppose donc une structure mas-
quée de demande finale. Si la condition de structure n’est pas réalisée,
il est impossible qu’il y ait effectivement production jointe au sens
économique du terme.

7. On fait évidemment I'hypothése que le modéle [A11, I, Li] est productit.
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Mais cette condition nécessaire n’est pas suffisante. A supposer qu’elle
soit réalisée, il n’en découle pas nécessairement qu’il y ait production
jointe ; c’est-a-dire qu’il existe effectivement des valeurs positives pour
les variables de répartition et les prix de production des différents
biens.

Les conditions de positivité des prix de production peuvent étre
rapidement précisées en transposant les résultats obtenus précédem-
ment. On sait que les équations aux prix de production s’écrivent :

Bp = (1+17 Ap + wL.
Si on choisit le salaire pour numéraire, on a :
[B—AQ+4+7A]lp =L.

Rappelons que pour les équations des niveaux d’activités on avait :

x(B—A) = d.

On remarque que les conditions de positivité des prix dépendent
du taux de profit et de la structure du vecteur travail alors que les
conditions de positivité des niveaux d’activité ne dépendaient que de
la structure du vecteur de la demande finale.

La transposition est particuliérement évidente dans deux cas :

a) Si l'on raisonne sur le cas particulier r = 0 (qui correspond aux
valeurs travail de Marx) on a :

[B—AJA =1L e x[B—A] =4d.

Alors qu’en production simple (B = I) les valeurs-travail sont
nécessairement positives (sous les réserves habituelles de producti-
vité de la matrice [I — A]) quel que soit le vecteur travail, en pro-
duction jointe, les valeurs travail des différents biens peuvent n’étre
positives que pour certaines structures du vecteur travail.

b) Si I'on raisonne sur le cas particulier de la croissance équili-
brée a taux constant g, la demande finale ayant une structure fixe
d = (d, d, ... di) les équations des niveaux d’activité s’écrivent alors,
en notant £ niveau de consommation :

xB=(1+g xA + Ed.
Si on choisit le niveau de consommation pour numéraire £ = 1
on a :
x[B—-—Q1+g Al=d
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a comparer avec
[B— @A+ Alp = L.

On peut transposer aux équations aux niveaux d’activité les raison-
nements faits & propos des systémes de prix de production.

Les conditions de positivité des prix de production peuvent étre
précisées sur deux exemples.

Reprenons le probléme de Steedman en le généralisant en ce sens
quon conserve les matrices dinput et d'output A et B mais qu'on
A

considére un vecteur travail L = [ ]quelconque. On suppose que

L
la demande d = [d; d,] vérifie la condition :
2 dz
+ <5 <1,

et I'on cherche a déterminer, pour un taux de profit donné 7, pour

quelles valeurs du rapport _gf_ les prix sont effectivement positifs.
1

On démontre alors que p, (r) et p, (r) soient positifs quand :

.02 < r = 044 quel que soit le vecteur-travail LL

.0 = r < 02 quand les composantes I; et I, de L vérifient
Iz 3
2(1—-5n<3 <-—5—%;

Ainsi, dans le modéle de Steedman [A, L, B] ot

ol B I Y RS

les prix sont tous deux positifs pour 0,1 < r << 0,44 mais p, (r) < 0
pour 0 < r < O,1.
Remarquons que :
a) La matrice [B — (1 + r) A]™ est positive pour les valeurs du
taux de profit
0.2 < r < 044

et I'on est pour ces valeurs de r pratiquement dans les mémes condi-
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tion qu’en production simple. Le taux de profit maximal R = 0,444949.

b) Si 0,1 < r << 0,2 la matrice [B — (1 + r) A]™' n’est pas semi-
positive et on obtient des prix positifs si le vecteur L est tel que :

Iz < 3

1 P ()
Comme Steedman a choisi L. = , les prix sont les deux

1 P2 (1)
positifs pour 0,1 < r << 0,2.

c) Enfin si 0 < r < 0,1 dans I'exemple de Steedman, p, (r) << 0 et
p; (r) > 0. Ainsi, s’il existe un intervalle [R” R] avec R > tel que :

B — 1+ Al >0

pour les valeurs positives de r € [R’ R], on se trouve dans les mémes
conditions qu’en production simple avec r € [0 R] en ce sens que,
quel que soit le vecteur travail L, on a des prix positifs.

Soit maintenant 'exemple de Manara :

1,09 1144 1 1,1
B = et A =
1,144 0,99 ' 1,1 1
le déterminant de la matrice B — (1 + r) A est égal a :

— 0,002836 + 0,0168 r — 021 2 < 0

quel que soit r. LLe déterminant ne sannmule jamais et est toujours
négatif et on remarque que :

1 [— (0.01 + ) L1 (r — 0,04) ]
[B — 1+ Al =

B — A
| A+n AL 11 =004 009— 7

n’est positif pour aucune valeur de r.
Dans 'exemple de Manara :

[R"R] = 0
on vérifie 8 que les prix de production ne peuvent étre simultanément

8. Cf. G. Abraham-Frois et E. Berrebi [1980h].

1163



Revue économique

positifs que pour une certaine structure de L. 9 : 0 << ;2 44 et pour
1
044 — 0,091, /1,
o<r : g
ST<STIi—L/L
Enfin soit le modele [A, L, B] défini par :
Ay Agp ' L, I, O
A b— (m,m) N L f—t (m,1) B —3
(k,k) : (k,1) (&, k)
Ay Ay L, 0 B,
Le systéme de prix de production :
5) (1+7 Ap + wL. = Bp
peut se décomposer en :
(5a) A+n Ay P + AyBy) +wl, = p,
(5b) L+17)(Ay P, + Ay P) + wl, =B, B,
ou P = (P1 Pz - Pm)” €t P2 = (Pmi1 - P)’ sont respectivement les
vecteurs prix de production de m premiers biens produits en produc-
tion simple et des (k — m) autres biens produits en production jointe.

Si I'équation (5b) qui s’écrit aussi :
[Byy — A+ 1ALl B, = A +1 A, P, + wl,

a une solution p, > 0, les prix p; des m biens produits.en production
simple sont également positifs pour 0 << r << R, 1 puisque (5 a) s’écrit :

—AQA4+nAl P =QA+17)A,p + wl,
soit :
p,=10— QA+ A IQ+7r A, §, + w L]
[I — (147 A, >0pour 0 < r < R,

9. Dans un modéle & deux secteurs, ce n'est que dans le cas ol les valeurs
R et R’ qui annulent le déterminant [B — (1+47) A] satisfont R < 0 << R que
[B—(1+r) A]-! peut étre positive pour r € [0 R] ; les prix de production des .
biens produits par [A, L, B] sont alors positifs pour tout 7 € {0 R] et quelle que
soit la structure de la demande. On voit par la I'importance et U'intérét du cas ou
(B— A)"! > 0, qui apparait chaque fois que chaque activité produit un surplus
net d’'un bien et d'un seul, c’est-a-dire quand la matrice B— A a un terme et
un seul positif dans chaque ligne et chaque colonne.

10. R; = —l-;x—-— ou a3 est la valeur propre dominante de la matrice Aj.
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1
Ainsi, pour un vecteur travail L. = > 0 la positivité des prix
L

de production ne se pose que pour les biens produits en production
jointe par les (k — m) derniéres activités; quant aux prix de pro-
duction des m premiers biens produits en production simple, ils sont
nécessairement positifs dés que les prix (de production) des (k — m)
autres biens sont positifs (sous réserve évidemment que r << R,) 11,
Bien que la positivité des prix de production soit nécessaire i 'ob-
tention de la production jointe au sens économique, il est clair que
le probléme de la demande doit étre résolu auparavant. Dans le cas
de branches a produit unique le seul probléme qui se pose est celui
de la positivité des prix de production puisque l'offre peut toujours
s'ajuster 4 la demande ; il n’en va pas de méme en production jointe.
C’est pourquoi il est d’abord nécessaire de s’assurer de l'adéquation
offre-demande avant de déterminer les prix de production.

GmBerr  ABRAHAM-FROIS
Epmonp BERREBI
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