
LA DEMANDE, FACE CACHÉE 

DE LA PRODUCTION JOINTE 

La production jointe ne résulte pas des caractéristiques purement 
techniques des processus de production. Il ne suffit pas en effet 
qu'une branche, une activité ou un processus puisse produire 

plusieurs biens pour que ceux-ci aient un prix positif ; une activité 
produit normalement plusieurs biens qui sont habituellement qualifiés 
de déchets si leur prix est nul. Au sens technique du terme, la product
ion jointe est la règle, et non l'exception, car toute activité produit 
des biens libres... Il n'y aura production jointe au sens économique du 
terme que dans le cas où une activité (au moins) produit plus d'un 
bien marchand, plus d'un bien ayant un prix positif. 

Ce sont les conditions d'apparition de la production jointe au sens 
économique du terme que l'on voudrait préciser ici. Il s'agit donc 
des cas où on obtient des prix non négatifs 1 pour des biens produits 
simultanément par une méthode de production. Pour que ceci soit 
réalisé, il faut que soient satisfaites des conditions d'ordre économi
que, et d'abord des conditions relatives à la demande des produits 
joints. Ce sont ces conditions que l'on voudrait examiner principal
ement ici. Mais il faut préciser dès maintenant qu'il s'agit là de condi
tions nécessaires mais non suffisantes ; à supposer en effet qu'elles 
soient réalisées, il n'en découle pas nécessairement qu'il y ait product
ion jointe au sens économique du terme, en ce sens qu'il existe des 
valeurs positives pour les variables de répartition et les prix de . pro
duction des différents biens. Encore faut-il que soient vérifiées cer
taines conditions supplémentaires. 

Revenons donc aux conditions nécessaires, relatives à la demande, 
et consécutives à des problèmes d'adaptation, d'adéquation offre-de- 

* Une première version a bénéficié des remarques de C. Bidard et d'un rap
porteur de la Revue économique que nous voudrions remercier très sincèrement ici. 

1. Sur ce problème, cf. Sraffa [1970], § 50 ; G. Abraham-Frois et E. Berrebi 
[1980 a et b]. B. Schefold [1978], I. Steedman [1975 et 1977]. 
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mande qui apparaissent dès lors qu'il y a possibilité de production 
jointe, production jointe « technique », alors qu'ils sont inexistants dans 
le cas de système de branches à produit unique. Dans ce type de 
modèle où chaque activité produit un bien et un seul, et quand les 
rendements sont constants, on peut toujours adapter le niveau de la 
production à la demande dès lors que la matrice des inputs est indé
composable et productive 2. En effet, dans un modèle [A, I, L] où la 
matrice des outputs est la matrice unité I, la demande d = (du d2, ..., dk) 
des k biens est satisfaite quand on choisit pour niveaux d'activités le 
vecteur x = (xu x2. ..., xh ..., xk), tel que : 

x = x A + d ou x (I — A) = d 

quel que soit d ^ 0, on a : 

x = d (I - A)-1 > 0 

du fait que la matrice I — A est régulière et (I — A)""1 >■ 0 quand la 
valeur propre dominante de la matrice A est inférieure à 1 3. 

Considérons à présent le système de production jointe [A, L, B] à k 
activités où A = (a,j) et B = (b^) sont les matrices carrées d'input et 
d'output d'ordre k et L = (lt) le vecteur colonne de travail direct. La 
demande finale d = (du d2, ■■-, dk) des k biens est exactement satisfaite 
quand il existe un vecteur niveaux d'activités x = (xu x2, ..., xk) > 0 
tel que x B = x A + d puisque alors la demande d des k biens est 
égale à l'offre x (B — A) de ces k biens. Mais en fait il n'y a aucune 
raison pour qu'à un vecteur d > 0 on puisse associer un vecteur 
x > 0, tel que : 

(1) x (B- A) = d. 

Ainsi, si la matrice B — A est inversible et si (B — A)~x a un de ses 
termes négatifs — et en général elle a plusieurs termes négatifs — de 
la relation : 

x = d (B - A)-1 

il résulte que x ^ 0 V d. En particulier, si le terme situé à l'inte
rsection de la /'• "(L ligne et de la iL'"11' colonne de (B — A)"1 est négatif, 
xt < 0 pour d = (0, 0, ... dj = 1, .... 0V On suppose bien entendu que 

2. Il suffit pour cela, on le sait, qae la valeur propre dominante de la matrice 
carrée des inputs A soit inférieure à 1. 

3. Si la matrice A est decomposable et productive (I — A)"1 > 0 et V d > 0 
x = d (I - A)-1 ^ 0. 
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le modèle [A, L, B] est productif, c'est-à-dire qu'il existe au moins un 
niveau d'activités v qui permette d'obtenir un surplus de tous les 
biens 4, soit : 

3 v > 0 | v (B - A) > y > 0 

On peut alors trouver un vecteur x > 0 vérifiant : 

(S) 
x (B - A) > d 

x (B — A)' = cU pour au moins un i € {1, 2, ... k} 

où (B — A)' représente la ième colonne de la matrice B — A. 
La relation x (B — A)' = di exprime que l'offre du bien i est exact

ement égale à sa demande d4 et ce bien i est un bien marchand. Par 
contre, un bien / tel que x (B — A)' > d} est un bien libre puisqu'il 
est surabondant du fait que l'offre x (B — A)j de ce bien est supérieur 
à sa demande dj. 

On dit qu'il y a production jointe au sens économique (PJE en 
abrégé) quand le salaire et les prix de tous les biens sont positifs. La 
première condition est qu'aucun bien ne soit surabondant. Ainsi, si la 
demande des k biens est définie par le vecteur d = (du dz, ... dk) > 0, 
le système [A, L, B] ne peut réaliser la PJE que s'il existe un vecteur 
d'activité x > 0 vérifiant : 

. (1) x (B - A) = d 
ou, si la matrice B — A est régulière : 

(1') x = d (B - A)"1 
avec x > 0 

La condition (1) - — ou (1') — est évidemment nécessaire mais pas 
suffisante car, si elle exclut la possibilité d'avoir des biens surabon
dants, elle n'exclut pas celle d'avoir des prix de production non posi- 
tits. La réalisation de la PJE nécessite, outre la condition (1), que les 
prix de production de tous les biens soient positifs. 

4. Notons qu'en cas de production à produit unique caractérisé par B = I, 
la condition de productivité est équivalente à : 

a) x (I — A) = y a une solution x non négative quel que soit y > 0 ; 
b) x ^ xA implique x ^ 0 ; 
c) I — A est régulière et (I — A)"1 > 0 ; 
d) a (A) < 1 où a (A) est la valeur propre dominante de A. 

(voir D. Gale : « The Theory of Linear Economie Model », Me Graw Hill, chap. 9). 
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On va appliquer ces résultats aux modèles à deux secteurs de Manara 
et de Steedmann, puis à un modèle à k secteurs où une partie des biens 
est produite en production simple et l'autre partie en production jointe. 

Reprenons donc, à titre d'illustration, l'exemple chiffré donné par 
C. F. Manara [1968] où : 

[1 1,1 H |"l,09 1,144"! 
et B = 

1,1 1 J L 1,144 0,99 J 

On a alors : 

B-A = 
[0,09 0,044 "I 

0,044 -0,01 J 

dont le déterminant est égal à : 

0,09 . (- 0,01) - (0,044)a = — 0,002836 . 

La matrice B — A est donc régulière et : 

r-0,01 - 0,044 H 

L - 0,044 0,09 J 

avec d e t = — 0,002836 < 0 

Pour satisfaire exactement une demande d = (di d2) > 0, il faut 
que les activités fonctionnent au niveau x = (xi x2) > 0, tel que : 

x = d (B - A)-J 
ou 

(10) x, = — !— (- 0,01 di - 0,044 di) det 

(11) x2 = — L_ (- 0,044 di + 0,09 dt) 

De l'équation (10) il résulte certes que Xi est positif quelle que soit la 
demande d = (di d^) > 0 ; par contre l'équation (11) n'a une solu
tion x2 positive que si : 

0,044 d\ > 0.09 dz 
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c'est-à-dire si : 

jh_ 0,044 _ _22 . d2 ^ 22 
rfi ^ 0,090 ~ 45 SOlt di ^ "45 ' 

ZZ n't/ a«ra donc PJE que pour des structures particulières de la 
demande finale. 

Un deuxième exemple est fourni par le cas envisagé par I. Steedman 5 
pour illustrer la possibilité d'apparition de valeurs-travail négatives et, 
surtout, pour envisager le cas où l'on pourrait avoir un taux de profit 
positif avec (malgré...) un taux d'exploitation négatif. Or on va montrer 
que, là encore, l'exemple ne vaut que pour une certaine structure de 
la demande, ce qui limite singulièrement, semble-t-il, la portée de 
l'exemple donné par Steedman. A partir du moment où le niveau de 
la demande doit être pris en compte pour démontrer une liaison per
verse entre taux de profit et taux d'exploitation, on est fort éloigné de 
l'analyse que Marx se proposait de faire des rapports d'exploitation au 
sein du capitalisme 6. 

Le système envisagé par Steedman est le suivant : 

dont la matrice inverse est : 

Pour satisfaire exactement une demande d = (di d2) >■ 0, il faut que 
les activités soient utilisées au niveau x = (xi x2) > 0, tel que : 

x = d (B — A)"1 

5. « Positive profits with negative surplus values », Economie Journal, mars 
1975. L'exemple chiffré est repris par l'auteur dans son ouvrage Marx after Srajfa, 
N.L.B. [1977]. On ne reprend pas ici la controverse entre I. Steedman et 
M. Morishima ; à ce sujet cf.- l'Economie Journal de septembre 1976. Cf. égale
ment M. Morishima et G. Catephores [1980]. Avant-propos de G. Abraham-Frois 
avec quelques précisions à ce sujet. 

6. Il ne s'agit pas ici bien entendu des problèmes posés par la réalisation de la 
plus-value. 
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ou 
xl = - 2 dj + 3 d2 

X2 = ^1 — 

Les composantes d\ et c 
inégalités 

-2 

soit 

ou 

du vecteur d doivent donc vérifier les 

+ 3 d2 > 0 

t ~d2 > 0 

d d 2 Si le rapport —j— est inférieur à -^- ou supérieur à 1 on ne peut satis- 

faire exactement la demande d'un des deux biens qu'en produisant 
l'autre en surabondance, ce qui implique qu'un des deux biens a un 
prix nul et exclut la possibilité de production jointe. On note ici que 

le rapport -1 est soumis à une double contrainte alors que, dans le cas 

d 22 envisagé par Manara, on avait la seule contrainte —i- < — . 
di 45 

Considérons enfin un modèle de production à k secteurs où : 
— m activités produisent chacun un bien et un seul à partir des k 

biens et du travail direct ; 
— k — m activités produisent chacune les k — m autres biens en 

production jointe à partir des k biens et du travail direct. 
Ce modèle A, L, B est défini par : 

[au a12t r Li i r ^ °i <m,m) I L = I <ml> I et B = I I 

A21 A22J L L2 J L » »22 J 

A = I <m'm> 

V21 "22 
Si on pose x = (x1} x2) et d = (3j, 32), la condition (1) se 

(l,fe) (l.m) (l.fc) (l,m) 
décompose ici en : 
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(la) 

db) 

A21 

22 == Xl A12 ' "'2 

où 5i = (du a?, ..., (üro) représente la demande finale des m biens pro
duits en production simple et d2 = (dm+1, ... dk) celle des k — m biens 
produits en production jointe. 

On n'a PJE pour une demande d = (di, d2) ^ 0 que s'il existe 
Xi ^ 0 et x2 ^ 0 vérifiant simultanément les équations (1 a) et (b). 

L'équation (la) peut aussi s'écrire : 

— Au) = x2 

ou, puisque (I — An)"1 existe et est positif7 : 
(1' a) • *i = (*2 K + %) d - Au)"1 

et en reportant cette valeur de îCi dans (1 b) on obtient : 

x2 B22 = (£j A^ + ^) (I — AJ-1 A12 + x2 A22 + 
ou : 

(1' b) x2 [Ba - \2 - ^ (I-AJ-1 A12] = d, (I-Au)-1 A 12 

Si pour une demande d = (ält ä2) l'équation (1' b) a une solu
tion x2 > 0 l'équation (1' a) a automatiquement une solution Xi > 0 
et la condition nécessaire de PJE est satisfaite. 

Ainsi, pour une demande d = (d1 d2) ^ 0 l'adéquation de l'offre à 
la demande ne se pose que pour l'ensemble des k — m dernières acti
vités ; la PJE n'est possible que s'il existe x2 > 0 telle que l'équation 
(1' b) soit satisfaite. Il faut en outre souligner que cette condition néces
saire dépend non seulement de ä2 mais également de d^ 

L'étude des conditions d'apparition du phénomène économique de 
production jointe fait donc apparaître que les conditions de demande 
ne peuvent être ignorées ; lorsqu'on suppose l'existence de la production 
jointe, on fait implicitement des hypothèses sur la structure de la de
mande. Nous rejoignons ainsi les conclusions du théorème de non- 
substitution. 

L'hypothèse de production jointe suppose donc une structure mas
quée de demande finale. Si la condition de structure n'est pas réalisée, 
il est impossible qu'il y ait effectivement production jointe au sens 
économique du terme. 

7. On fait évidemment l'hypothèse que le modèle [An, I, Li] est productif. 
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Mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante. A supposer qu'elle 
soit réalisée, il n'en découle pas nécessairement qu'il y ait production 
jointe ; c'est-à-dire qu'il existe effectivement des valeurs positives pour 
les variables de répartition et les prix de production des différents 
biens. 

Les conditions de positivite des prix de production peuvent être 
rapidement précisées en transposant les résultats obtenus précédemm
ent. On sait que les équations aux prix de production s'écrivent : 

Bp = (1 + r) Ap + wh. 

Si on choisit le salaire pour numéraire, on a : 

[B — (1 + r) A] v = L . 

Rappelons que pour les équations des niveaux d'activités on avait : 

x (B - A) = d . 

On remarque que les conditions de positivite des prix dépendent 
du taux de profit et de la structure du vecteur travail alors que les 
conditions de positivite des niveaux d'activité ne dépendaient que de 
la structure du vecteur de la demande finale. 

La transposition est particulièrement évidente dans deux cas : 
a) Si l'on raisonne sur le cas particulier r = 0 (qui correspond aux 

valeurs travail de Marx) on a : 

[B - A] A = L et x [B - A] = d . 

Alors qu'en production simple (B = I) les valeurs-travail sont 
nécessairement positives (sous les réserves habituelles de productiv
ité de la matrice [I — A]) quel que soit le vecteur travail, en pro
duction jointe, les valeurs travail des différents biens peuvent n'être 
positives que pour certaines structures du vecteur travail. 

b) Si l'on raisonne sur le cas particulier de la croissance équili
brée à taux constant g, la demande finale ayant une structure fixe 
d = (du dz ... dk) les équations des niveaux d'activité s'écrivent alors, 
en notant £ niveau de consommation : 

x B = (1 + g) x A + Çd . 

Si on choisit le niveau de consommation pour numéraire £ = 1 
on a : 

x [B - (1 + g) A] = d 
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à comparer avec 
[B - (1 + r) AJ p = L . 

On peut transposer aux équations aux niveaux d'activité les raiso
nnements faits à propos des systèmes de prix de production. 

Les conditions de positivité des prix de production peuvent être 
précisées sur deux exemples. 

Reprenons le problème de Steedman en le généralisant en ce sens 
qu'on conserve les matrices d'input et d'output A et B mais qu'on 

considère un vecteur travail L = I I quelconque. On suppose que 

la demande d = [dx d2] vérifie la condition : 

_2_ < d^ < 3 ^ ^T "*"* ' 

et l'on cherche à déterminer, pour un taux de profit donné r, pour 

quelles valeurs du rapport — — les prix sont effectivement positifs. 

On démontre alors que px (r) et p2 (r) soient positifs quand : 

. 0,2 < r ^ 0,44 quel que soit le vecteur-travail L 

. 0 ^ r < 0,2 quand les composantes k et l2 de L vérifient 

2 n _ 5 r) < A < 3 2. (1 Ö T) < h < 1_5r 

Ainsi, dans le modèle de Steedman [A, L, B] où 

A = 
| 1

L = ||etB = Lo 10 J |_1 J L3 12 J les prix sont tous deux positifs pour 0,1 < r < 0,44 mais px (r) < 0 pour 0 < r < 0,1. Remarquons que : a) La matrice [B — (1 + r) A]""1 est positive pour les valeurs du taux de profit 0.2 < r < 0.44 et l'on est pour ces valeurs de r pratiquement dans les mêmes condi- 
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tion qu'en production simple. Le taux de profit maximal R = 0,444949. 
b) Si 0,1 < r < 0,2 la matrice [B — (1 + r) A]"1 n'est pas semi- 

positive et on obtient des prix positifs si le vecteur L est tel que : 

2 (1 - 5 r) < A h 1 - 5 r 

Comme Steedman a choisi L = I I , les prixl Isont les deux I, les prixl I 
LU Lp2(r)J 

positifs pour 0,1 < r <C 0,2. 
c) Enfin si 0 < r < 0,1 dans l'exemple de Steedman, px (r) < 0 et 

p2 (r) > 0. Ainsi, s'il existe un intervalle [R' R] avec R > tel que : 

[B — (1 + r) A]"1 > 0 

pour les valeurs positives de r € [R' R], on se trouve dans les mêmes 
conditions qu'en production simple avec r £ [0 R] en ce sens que, 
quel que soit le vecteur travail L, on a des prix positifs. 

Soit maintenant l'exemple de Manara : 

B 
[1,09 1.144"1 ri 1,1-1 

et A = 
1,144 0,99 J LU 1 J 

le déterminant de la matrice B — (1 + r) A est égal à : 

- 0,002836 + 0,0168 r - 0.21 r2 < 0 

quel que soit r. Le déterminant ne s'annule jamais et est toujours 
négatif et on remarque que : 

[B - (1 + r) A]-i = 
B - (1 + r) A| 

[- (0,01 + r) 1,1 (r - 0,04) ~| 

1,1 (r - 0,04) 0,09 - r J 

n'est positif pour aucune valeur de r. 
Dans l'exemple de Manara : 

[R' R] = 6 

on vérifie 8 que les prix de production ne peuvent être simultanément 

8. Cf. G. Abraham-Frois et E. Berrebi [1980b]. 
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l 44 positifs que pour une certaine structure de L 9 : 0 < — — < et pour 

o<'< °'V-Taa 

Enfin soit le modèle [A, L, B] défini par : 

A 
(lc.1t) 

(m.m) I t L _ I <m.l) I B — I I 

A21 A^J L L2 J L 0 B22J 

Le système de prix de production : 

(5) (1 + r) Ap + wL = Bp 

peut se décomposer en : 
(5 a) (1 + r) (Au ft + A^ ■ p,) + w Lx = ft 

(5 b) (1 + r) (Aja ft + A* p,) + w La = Bffl pa 

où pi = (pi p2 ... pm)' et p2 = (pm+i — Pic)' sont respectivement les 
vecteurs prix de production de m premiers biens produits en product
ion simple et des (k — m) autres biens produits en production jointe. 

Si l'équation (5 b) qui s'écrit aussi : 

[B^ - (1 + r) AJ p2.= (1 + r) A21 ft + w L2 

a une solution jô2 > 0, les prix Pi des m biens produits en production 
simple sont également positifs pour 0 < r < Rx 10 puisque (5 a) s'écrit : 

[I - (1 + r) Au] ft = (1 + r) A^ p2 + w Lx 
soit : 

Pl = [I - (1 + r) Aul-i [(1 + r) \2 p2 + w LJ 
[I - (1 + r) AJ-1 > 0 pour 0 < r < B^ 

9. Dans un modèle à deux secteurs, ce n'est que dans le cas où les valeurs 
R et R' qui annulent le déterminant [B — (1 + r) A] satisfont R' < 0 < R que 
[B — (1 + r) A]"1 peut être positive pour r € [OR] ; les prix de production des 
biens produits par [A, L, B] sont alors positifs pour tout r € [OR] et quelle que 
soit la structure de la demande. On voit par là l'importance et l'intérêt du cas où 
(B — A)"1 > 0, qui apparaît chaque fois que chaque activité produit un surplus 
net d'un bien et d'un seul, c'est-à-dire quand la matrice B — A a un terme et 
un seul positif dans chaque ligne et chaque colonne. 

10. Ri = où ai est la valeur propre dominante de la matrice Au- 
ai 
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Ainsi, pour un vecteur travail L = I I > 0 la positivité des prix 
I 7 I 

de production ne se pose que pour les biens produits en production 
jointe par les (k — m) dernières activités ; quant aux prix de pro
duction des m premiers biens produits en production simple, ils sont 
nécessairement positifs dès que les prix (de production) des (k — m) 
autres biens sont positifs (sous réserve évidemment que r < R^ n. 

Bien que la positivité des prix de production soit nécessaire à l'ob
tention de la production jointe au sens économique, il est clair que 
le problème de la demande doit être résolu auparavant. Dans le cas 
de branches à produit unique le seul problème qui se pose est celui 
de la positivité des prix de production puisque l'offre peut toujours 
s'ajuster à la demande ; il n'en va pas de même en production jointe. 
C'est pourquoi il est d'abord nécessaire de s'assurer de l'adéquation 
offre-demande avant de déterminer les prix de production. 

Gilbert ABRAHAM-FROIS 
Edmond BERREBI 
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